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Voordracht door G.W. Decnop in de serie

Elementaire onderwerpen van hoger standpunt uit.

Vootpuntsdriehoeken met dezelfde hoek van Brocard.

Zij ABC een gegeven driehoek. De cirkel door A en B, rakend aan
BC, de cirkel door B en C rakend aan CA en de cirkel door C en A
rakend aan AB gaan door é&n punt{l . Voor dit punt 1 (punt van Bro-
card) geldt: .

LOAAB = LOBC = LOCA =

¥
w heet de hoek van Brocard van driehoek ABC. Toepassing van de

sinusregel in de d riehoeken AN B en B(1C levert resp.fl B= g§§%£%£
enflB = a_g;gig:g&, waaruit volgt: cotgw= cotg A + cotg B + cotg C.

sin C
Op analoge wijze is een tweede punt van Brocard, ' te construeren
waarvoor geldt:

L NAC = LABA =L NGB =qw.
De punten van Brocard zijn isegonaal verwant.

Door optelling van de drie cosinusregels
2 2 2

-a " +b"  +c¢c” =2 bccos A =4 0 cotg A, enz. verkrijgt men
2,,2, 2
nog de formule: cotgw = 2 Zb0+° .

De rasklijnen, in A, B, C aan de omgeschreven cirkel (M,R) van
driehoek ABC getrokken, snijden elkaar in A', B', C' en de over-
staande zijden in Oa, Ob, OC. Volgens de stelling van Pascal liggen
0,s Oy» O, ep een rechte lijn (rechte van Lemoine), zodat de drie-
hoeken ABC en A'B'C' perspectivisch liggen. De drie lijnen AA',

BB', CC' (symmedianen) gaan blijkbaar door één punt K, dat symme-
diaanpunt of punt van Lemoine genoemd wordt. K is isogonaal verwant
met het zwaartepunt. De 1lijn AA' is de poollijn van Oa ten opzichte
van de omgeschreven cirkel, waaruit volgt dat K de pool is van de
rechte van Lemoine die de omgeschreven cirkel dus niet snijdt. De
afstanden van A' tot AB en AC verhouden zich als sin C 3 sin B. Het
symmediasanpunt K is dus het punt binnen driehoek ABC, wasrvan de
afstanden tot de zijden evenredig zijn met die zijden. De evenredig-
heidsfactor % tgw kan gevonden worden door de oppervlakten van de x;
~ driehoeken ABK, BCK, CAK op te tellen.
'~ De cirkel op MK als middellijn beschreven draagt de naam cirkal‘
van Brocard. De middelloodlijnen van de zijden snijden desze cxrkel
behalve in M nog in de hoekpunten van een driehoek A;B,Cy {@araﬁe




driehoek van Brocard). De 1lijn ACl, die door N moet gaan, snijdt de
cirkel van Brocard nog in een punt X , zodanig gelegen dat bg KX= 2.
Daar ditzelfde geldt voor BAl en CB1 hebben we hiermee bewezens De
punten van Brocard liggen ¢p de cirkel van Brocard en wel zodanig
dat LAMK = LRMQ =w,

De projecties van M op de drie symmedianen vormen een driehoek
A232C2 (tweede driehoek van Brocard), eveneens beschreven in de
cirkel van Brocard.

De meetkundige plaats der punten, waarvan de verhouding van de
afstanden tot twee gegeven punten P en Q constant is, is een cirkel,
ten opzichte waarvan P en Q'invers liggen (cirkel van Apollonius
op PQ). Onder de cirkel van Apollonius, behorende bij de zijde a, van
‘driehoek ABC, verstaan we die cirkel van Apollénius op BC, die door
A gaat., Daar bij inversie ten opzichte van deze cirkel de omgeschre-
H&en cirkel invariant is, snijdt dezgeinversiecirkel rechthoekig
en is Oa het middelpunt hiervan. De dria~Apollonische ¢cirkels van
driehoek ABC, die hun middelpunten op de rechte van Lemoine hebben
en de omgeschreven cirkel rechthoekig snijden, zijn blijkbaar
coaxaal en hebben dus twee punten Sl en 32 (de isodynamische centra)
gemeen. De bundel van alle cirkels, die de drie Apollcnische cirkels
rechthoekig snijden, heet de cirkelbundel van Schoute van driehoek
ABC. S4 en 5, Z;jp de puntcirkels hiervan, de rechte van Lemoine is

de machtlijn; de omgeschreven cirkel en de cirkel van Brocard be-
horen er toe.

De (loodrechte) projecties van een punt P op de zijden van drie-
hoek ABC zipg de hockpunten van de voetpuntsdriehoek van P, die met
P Pch aangeduid zal worden.

Snijden PA, PB, ¢ de omgeschreven cirkel in de punten Pa’Pb’Pé’
‘dan is A.Pé b T A.PanP De voetpuntsdriehoek van P is dus
gelijkvormig met elke driehoek, die ontstaat door de hoekpunten
van driehoek ABC t.0.v. P als centrum te inverteren. Ligt P op de
omgeschreven cirkel, dan is de voetpuntsdriehoek van P entaard
(Simson- of Wallace-lijn van P). B

Het oppervlak van de voetpuntsdrlehoek van een punt P is gellgk
aan - Z§§ m, waarin m de macht van P ten opzichte van de omgeschrg-

ven cirkel wvoorstelt.
Bewijs: Opp. 4P PP, = % P_ P PoPy sinLPbP 1>

% PA. sin A, PB sin B. sin LPBP! =

1

= PA sin A sln B. P P' 8in C =

_9
=-%mn‘
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De voetpuntsdriehoek van het symmediaanpunt heeftw tot hoek van
Brocard.
Bewijs: Opp. £§KXch =% % tg%n . bcsinh=4%0 tg%» dus

- 2
Opp. AE KK =% 0 tg°w.

Kch2 =} t8% (b + ¢® + 2 be cos A)= 1 tg%o (b2 + ¢
+ 4 Ocotg A)

2

aus KEZ+EREKZ+KEK?=30tgu.

De macht van het symmediaanpunt t.o.v. de omgeschreven cirkel is
blijkbaar m = -~ 3 R° tg2w, zodat MRS = R% (1-3 tgw ). Voor elke
driehoek is dusi¢h$300;tnm 300 allecn als de driehoek gelijkzijdig
is. (

Twee punten P en Q, die invers liggen ten opzichte van de omge-
schreven cirkel, hebben gelijkvornmige voetpuntsdriehoeken. Immers,
uit

Pch H PcPa : Pan = a, PL 2 b.PB * ¢c.PC en

Qch ] QCQa H Q&Qb = Be Qﬂ 1 onB H CQQC

volgt door deling het gestelde, als we opmerken dat de omgeschreven
cirkel Apollonische cirkel op PQ is.

Daar voor elk punt S van de cirkel Oa van Apollonius geldts
SB* SC = AB ¢ iAC en dus SQSa = Sasb’ hebben de isodynamische centra
gelijkezijdige voetpuntsdriehoeken,

De voetpuntsdriehoek van O is gelijkvormig met driehoek ACB; daar
A, en Oa invers liggen t.o.v. de omgeschreven cirkel, geldt dit ook
voor de voetpuntsdriehoek van Az.

De voetpuntsdriehoek van N is gelijkvormig met driehoek BCA; die
van N' met CAB, .
Stelling: Elke cirkel uit de bundel van Schoute is de meetkundige
plaats van de punten, waarvan de voetpuntsdriehoek een constante
hoek van Brocard ¢ heeft.

1

Er bestaat een é&néénduidige verwantschap tussen de reéle punten
(x,y) van het Cartesische vlak, het lichaam der complece getallen
z = x + iy en de complexe punten van ds affiene rechte. Door toe-
voeging van een pumt oo wordt de affiene rechte tot de projectieve
rechte aangevuld; ook het reéle Buclidische vlak wordt nu met een '
punt oo afgesloten, waarbij het Mdbius-vlak ontstaat. o
Definitie dubbelverhouding van 4 punten:

_ (A=C) (B-D)
(ABCD) = {75)(B=C) *
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Bij permutatie der 4 punten ontstaan 6 waarden

1 1 9 m-l
¥ 1qv‘1‘771,y}7n_1’ n o

De groep der projectieve transformaties op de (complexe) projec—~
tieve rechte bestaat uit alle éé&néénduidige transformaties, die de
dubbelverhouding van 4 punten invariant laten. Het is de groep der

. . . +
gebroken lineaire transformaties z' = 22 b met ’ l?O De corres-.

cz+d !
‘ponderende groep van Mdbius bestaat uit alle éénéénduidige transfor-
maties van het Mdébius-vlak, die dubbelverhoudingen invariant laten
en die dus analytisch worden voorgesteld door gebroken lineaire ’
functies, .
De Mobius-groep bevat alle directe gélijkvormigheidstransforma—
ties.
Béwijs: Translatie over de vector a is de transformatie
z' = 2 + a. ;
'Draaiing_om de norsprong over de hoek o is de transformatie
7' =z v .
De vermenigvuldigingstransformatie met de oorsprong als
centrum en (reéle)factor k, wordt voorgesteld door
z' = k 2.
De groep van Msbius wordt nu uitgebreid met alle é&néénduddige trans-
formaties van het Mdbiusvlak, die de dubbelverhouding in het toe-
gevoegd compleXe overvoeremn. | ‘
De uitgebreide Mdobius-groep bevat ook alle indirecte gelljkvormagn‘
heidstransformaties (want z' = Z is de spiegeling in de x-as) en
is de inversie in de eenheidscirkel).

Nif=

alle inversies (want z' =
Voor het punt 2z = x + 1 y voeren we 4 homogene overtallige

coordinaten ins X, = A
Xy = AX >
X, = AY
2 2 2
Xy = Ax+y ),
waartussen de relatie x% +’x§ - xox3 = 0 bestaat. Een homogene

,llnealre vergelijking in (Xo’xl’XQ’X3) stelt een cirkel voors; een
cirkel door het puntoo (0,0,0,1) is een rechte lijn en omgekeerd.
Stellen wij (x,y)= 2 xlyl * 2 X5y, = XYz = Xz¥g dan is
X ¥ _ : ‘ .
0 .
~Voor de dubbelverhoudlng‘q van 4 punten A,B,C,D vindt men uit

n= (i:g%%g"gg eenvoud ig:

-
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"l’ 2‘ - (a,c)(b,d

ETio c

(a,c)b,d)+(a, d)(b c)-(a,b){c,d)
Qﬁ(ﬂ) = 2 (a,d){b,c)

- ~ det. (abed
I = (a,g)(’g?cc): L.

1

o ) 2 det. (abed) - =)
De uitdrukking ﬁ (=,b) (c, d)+(g_ c)(% (Cl)-"(a d)(b c) l,.]lz_ &Zv;)*l-l

is een (uitgebreide) Mébius-invariant van de 4 punten A,B,C,D, al-

ternerend in de coordinaten van de 4 punten en homogeen van de
graad nul, zodat ﬁ meetkundige betckenis heeft.

Onderzoek naar de betekenis van @ .
Geval T: D =00, Voor een Mohius-transformatie uit, zodat B — 1,
C—> 0,00-300 , (Dit is cen gelijkvormigheidstransformatie, daar
rechte lijnen in rechte lijnen worden overgevoerd en ‘elke Mdbius-
transformatie een conforme afheclding is). De dubbelverhouding v
en de uitdrukking ﬁ zijn hierbij invariant; daar (z 1 Ooco)= 2z, wordt
het punt A in v overgevoerd. Voor d richoek n i O vindt men een—
voudig: tgw =f§ . Dus: B (4,B,C, )= tgw(AaARC).

Geval II, Doo, Voer een inversie I uit met D als centrum. Dan
geldts I(B)= -p, I(D)=oo, Stel I(A)=D! , I(B)= Dy , I(C)= D,
dan is blijkbaar @ (4,B,C,D)= - B(D., D{), Dy oa)= |
= - tgw (AD' D Dl)= - tg w(aDaD Dc)
Beschouwen we ABC als de fundamentaaldriehoek, dan is;&kgelijk aan
het tegengestelde van de tangens van de hoek van Brocard van de
voetpuntsdriehoek van D. _

De meetkundige plaats van de punten, waarvan de voetpuntsdriehoek
een constante hoek van Brocard ¢ heeft is blijkbaar de cirkel

2 det (abex)+ tgw{(a,b)(c,X)+(b,C)(a,X)+(’c,a)(b,x)} = 03

al deze cirkels vormen een bundel. Dit is de cirkelbundel van Schoute.

De 12 punten P;, waarvan de dubbelverhquding (ABCPi) &én der

volgerde waarden aanneemts

A on-l iy 1 17__
Y’ ’ 1-»)7’ \'3 9 Q ‘)';1” 7*{7— (I)
1 1 v fl-,—}- (11)

..Y),,) \';-l"?’l-ﬁ’
hebben gelijkvormige voetpuntsdrlehoeken. De 2 01rkels, waarvan de
één de 6 punten uit groep I en de ander de 6 punten uit groep II V
bevat behoren beide tot de cirkelbundel van Schoute en liggen 1nvers”

ten- op21chte van de omgeschreven cirkel, -
Is N het middelpunt van de cirkel uit de bundel van Schoute, be—‘;

‘horende bij de hoek van Brocard ¥ dan is LM AN =y, e




